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Resumen 
El objeto matemático conocido como Regla de l'Hópital es un teorema que se introduce en los Institutos en 
segundo curso de Bachillerato y se demuestra en la Universidad en el primer curso de las titulaciones de 
Ingeniería. Enunciado por Jean Bernoulli en 1694, impreso por primera vez en el Analyse des infiniments petits 
de Guillaume de l'Hópital en 1696, y presente en los libros de texto para la enseñanza de la Matemática desde 
el siglo XVIII, su enunciado y demostración han ido evolucionando en paralelo a cómo lo ha hecho el conjunto 
del Cálculo infinitesimal a lo largo de su historia, convirtiéndose en un objeto matemático-educativo que merece 
ser historiado. Dado que esta tarea puede emprenderse desde diferentes perspectivas, en este trabajo se 
presenta una primera aproximación al estudio de la presencia y enseñanza del teorema en los libros de texto de 
Matemáticas publicados entre 1696 y 1829, que se conservan en la Biblioteca Histórica de la UCM. 
Abstract 
The mathematical object known as /'Hópital's Rule, is a theorem introduced in second year of High Schools, 
while its proofis presented during thefirst year ofthe Engineering degrees at University It wasfirst stated by 
Jean Bernoulli in 1694 andpublishedfor thefirst time in 1696 in Guillaume de l'Hópital's Analyse des infiniments 
petits. It can be found in text-books for the teaching of Mathematics since the eighteenth century, and its 
statement and proof have evolved in parallel to the evolution of Infinitesimal Calculus as a whole, becoming an 
educational-mathematical object whose history is worth knowing. As this can be done from many different 
perspectives, in this paper afirst approach is advanced to the presence and the teaching ofthe theorem in those 
Mathematics text-books published between 1896 and 1829 which are preserved in the Historical Library ofthe 
UCM. 
Palabras clave: Regla de l'Hópital, Jean [Johann] Bernoulli, Cálculo Infinitesimal. 
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1. La historiabilidad de la Regla de L'Hopital 
En este trabajo se realiza una primera aproximacion historico-educativa al objeto matematico que se 
conoce como Regla de L'Hopital, un teorema que se introduce en los Institutes en segundo curso de Bachillerato 
y se demuestra en la Universidad en el primer curso de las titulaciones de Ingenieria. Resuelve el problema de 
una funcion que viene expresada como cociente de dos funciones, f(x)/g(x), y en un valor determinado a tanto 
el numerador como el denominador/^ = g(a) = 0, dando lugar a lo que se conoce como una indeterminacion 
del tipo cero partido por cero: 0/0. En su enunciado actual, la Regla dice que el valor de ese cociente en ese 
punto, f(c)/g(c), bajo ciertas condiciones (que/y g sean derivables en un intervalo abierto que contenga c, etc.) 
es el mismo que el del cociente entre sus derivadas en ese punto, f'(c)/g'(c). 
El teorema es de gran utilidad para resolver este tipo de indeterminaciones, por lo que no hay ningun 
estudiante de Ingenierias que no lo conozca y utilice. En los libros de texto actuales mas utilizados, como, por 
ejemplo, el de Larson [2010, p. 570], se introduce la Regla de I'Hopital recurriendo a la nocion de limite: si el 
limite def(x)/g(x) cuandox tiende a c produce la forma indeterminada 0/0, entonces, de nuevo bajo ciertas 
condiciones, l im = ———. 
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En suma, el problema (la indeterminacion) se salva calculando la derivada del numerador, que se 
denota con una "prima" (como superindice), aplicandola al valor concreto cy dividiendola por la derivada del 
denominador en el mismo valor. En la Regla hay involucrados diferentes conceptos matematicos, introducidos 
por algunos de los mas importantes matematicos de la historia, para los que se han utilizado unas notaciones 
muy concretas. 
En efecto, la Regla de I'Hopital es una proposicion enunciada por primera vez por Jean Bernoulli (1667-
1748) en una carta enviada por este el 22 de julio de 1694 a Guillaume [Marques] de I'Hopital (1661-1704). 
La demostracion de Bernoulli se basaba en la idea de diferencial, introducida diez afios antes, en 1684, por 
Gottfried W. Leibniz (1646-1716) en la revista Acta Eruditorum. 
Alii definia la differentia, la diferencia (que, si la variable era indeterminada, denominaba sua 
differentialli, su diferencial), y la denotaba colocando una "d" delante de la variable [LEIBNIZ 1684, Figura 1]: 
"Jam recta aliqua pro arbitrio assumta vocetur dx... ut v... vocetur dv... sive differentia ipsarum v... 
Notandum ... ut y & dy; vel aliam literam indeterminatam cum sua differentali". 
Fig. 1. Acta Eruditorum, 
1684. Se puede observar 
la recta dx y el nombre de 
differentia dx de Leibniz. 
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La Regla en si no se publicaria hasta 1696, en el primer libro de texto escrito sobre Calculo diferencial, 
el Analyse des Infiniment Petites por /'Intelligence des Lignes Courbes del aristocrata-matematico frances 
conocido en el pais vecino como el Marquis de I'Hospital, en aquellos momentos con 's' muda, antes de que 
su familia adoptara el circunflejo: I'Hopital1. Aunque la invencion no fuera suya, la Regla Neva el nombre del 
primer autor que publico un libro de texto incluyendo la misma, como ocurre con el Teorema de Taylor, otra 
proposicion muy conocida que Neva el nombre de Brook Taylor (1685-1731), quien lo publico por primera vez, 
aunque no fuera este su descubridor sino James Gregory (1638-1675). 
Los infinitamente pequenos, concepto derivado de la idea de diferencial, resultaban una herramienta 
muy eficaz y facil de utilizar, radicando el problema teorico-conceptual en la propia existencia de estos 
infinitamente pequenos [L'HOPITAL, 1696]: "aquella cantidad aumentada que hace que no cambie y se pueda 
tomar la cantidad"; es decir, en notacion actual, x+dx=x. 
En todo caso, con su libro el Marques hizo que el nuevo Calculo diferencial, desde la perspectiva 
introducida por Leibniz, comenzara su difusion durante el siglo XVIII por gran parte de Europa, practicamente 
salvo en Inglaterra, debido a las disputas entre Newton, Leibniz y sus respectivos seguidores por la adjudicacion 
de la prioridad en el descubrimiento del nuevo Calculo. Por tanto, la evolucion historica de la Regla, de su 
enunciado, de su demostracion y de su ensenanza, esta totalmente relacionada con la evolucion del Calculo 
diferencial, en general, y de la fundamentacion de los conceptos involucrados tuviesen, en particular. 
Nos encontramos, por tanto, ante un objeto matematico introducido y ensefiado desde hace ya 
mas de trescientos afios, en cuyo enunciado y demostracion han participado diferentes ilustres matematicos 
del pasado, y que ha evolucionado hasta hoy, en el siglo XXI, cuando se sigue ensefiando y utilizando por su 
claridad y utilidad; una herramienta educativa en cuya historia se ha dado entrada a personalidades como 
Leibniz, Newton, los Bernoulli, Taylor, Euler, Lagrange, etc.; un objeto matematico historiable, es decir, que 
tiene historia y merece ser historiado [GONZALEZ REDONDO, 2002] y que sigue mereciendo la atencion de los 
historiadores [BLANCO, 2008; BRADLEY, 2013]. 
Pero estudiar la presencia y evolucion de la Regla de I'Hopital en los libros de texto de Calculo 
diferencial a lo largo de la historia, desde 1696 hasta el presente constituye un objeto de estudio demasiado 
amplio y denso. Por tanto, se ha decidido limitar las dimensiones del campo a investigar, en esta primera fase, 
a los libros de texto conservados en la Biblioteca Historica de la UCM que fueron editados entre 1696 y 1829, 
fijando como limite temporal superior el afio en que se publico el Curso Completo de Matematicos Puras del 
capitan Jose de Odriozola. 
Este es el tema del Trabajo Fin del Master en Estudios Avanzados en Pedagogia que esta haciendo la 
primera de las firmantes de estas paginas en la Facultad de Educacion de la UCM, bajo la direccion del segundo 
firmante, y del que esta comunicacion constituye un avance de sus lineas generales. 
2. Primer enunciado y primera demostracion de la regla: Jean Bernoulli, 1694 
Jean Bernoulli nace en 1667 en Basilea (Suiza) y muere en 1748 en esa misma ciudad, en cuya 
Universidad trabajo como profesor de matematicas durante 40 afios. Hablaba en aleman, escribia en latin en las 
revistas, se carteaba en frances con I'Hopital y en aleman con Leibniz, por lo que se le conoce, indistintamente, 
por Johann, Jean, Johan o Joannes. 
A Bernoulli se debe el primer enunciado y la primera demostracion de la Regla, que se encuentran en 
una carta [Figura 2], fechada el 22 de junio de 1694, que escribio al Marques de I'Hopital: 
Probl. Dada una curva que viene expresada por una fraccion igual a y, que en cierto caso tiene el 
numerador y denominador iguales a cero, se pide el valor, es decir, la cantidad de la aplicada y. 
1
 De hecho, en vida el Marques escribia su nombre con una V. Sin embargo, el idioma frances ha omitido desde entonces la V, que era muda, y ha ahadido 
el acento circunflejo a la vocal precedente. Aunque en los Elogios a los Academicos, Bernard Le Bovier de Fontenelle (1657-1757) ya escribe su nombre con 
circunflejo [FONTENELLE, 1714], en la edicion de 1716 del Analyse se mantiene la V en L'Hospital, mientras que en la edicion de 1768 ya podemos leer el actua 
L'Hopital. El firmaba las cartas como "le M. De Lhospital". 
J'robl. Etant donné une courbe dont la nature s'exprime par rae fraction egale a. y, 
qui en certain cas a le numerateur et le denominateur egaux i zero: on en demande 
la valeur, c'est i diré la grandeur de I'appliquée y. 
Sol. Soit AEC la courbe donnée, 4.D = *, U£ = y. AB = a une constante ielle que 
BC devient egaie ¿ une fraction dont le numerateur et le denomiaateur sont egaux a 
zero; pour trouver done la grandeur de l'appliquée BC. je construís sur k méme axe adb 
deux autres courbes seb et aeb de telle nature qu'ayant pris des abscísses egales kAD.ad, 
les ordonnées de soient en raison du numerateur de la fraction genérale qui exprime les 
ordonnées DE; et de soient ea raison du denominateur de la meme fraction: cela etant 
fait ü est clair que de divisé par de, peut etre supposé egal k DE; Je probleme se reduit 
done á trouver la valeur de dt divisé paT de au cas que ai est egal a AB; or je vois que 
dans oe cas de et ¿e evanouissent parce que les dettx termes de la fraction evanouissent, 
et aínsi les deux courbes tub et asb se coupent au point b: íl n ' y a done qu'á prendre les 
dernieres difíerentielles jíc, fty, dont Tune divisée par l'autre me marquexa la grandeur 
cherchée de BC: C'est ce qui me foumit cette regle genérale13) Pour nucir ia valeur de 
l'appliquée de la dite courbe a« dit cas. il ¡aui diviser la differeníidle du numerateur de la 
fraction genérale par ía differentielU du denomínatela-, le quotient, aprts asoir jail X egal 
i la supposilion de AB, sera la grandeur de BC. 
Fig. 2. Carta de Jean Bernoulli al Marqués de l'Hópital, de 22 junio de 1694. 
La demostración de Jean Bernoulli está basada en los diferenciales de Leibniz, dv, que Benoulli llama 
differentielle en francés. En la carta [Figura 2] dibuja, por una lado, la curva AC, que es la aplicada de la fracción, 
y, por otro, dos curvas, en las que una representa el numerador, aeb, que corta al eje en el mismo punto b = 
6; y la otra el denominador, ae6, que igualmente corta al eje en el mismo punto b = 6 cuando x vale AB. Es 
decir, son dos curvas que en el mismo valor valen cero. Con las ideas de que dos cantidades son iguales cuando 
se diferencian en una cantidad infinitamente pequeña, el comportamiento en A o en un punto cercano es el 
mismo: 
"No hay más que tomar las últimas diferenciales 6c, 6y, donde la una dividida por la otra nos dará la 
cantidad buscada BC [BERNOULLI, 1934, p.235]. 
Y proporciona la regla general, que traducimos a partir del texto en cursiva que puede leerse al final 
en la Fig. 2: "Para tener el valor de la aplicada de dicha curva en este caso, hace falta dividir la diferencial del 
numerador de la fracción general por la diferencial del denominador; el cociente, después de hacer x igual a 
AB, será la cantidad BC". 
3. La primera edición impresa de la Regla: el Analyse de l'Hópital, 1696 
La Regla aparece por primera vez impresa en el libro Analyse des Infiniment Petits, pour l'lntelligence 
des Lignes Courbes, escrito en 1696 por el Marqués de l'Hópital, libro que, en palabras de Boyer [1946, p. 163]: 
"The Analyse des infiniment petits represents the first systematic treatment of the calculus". 
Guillaume-Francois-Antoine de l'Hópital, "chevalier, marquis de Sainte-Mesme & de Montellier, comte 
d'Entremonts par sa femme" [ANSELME & SIMPUCIEN, 1733, p. 437] nace en París en 1664 en una familia 
noble. Desde joven se le dan bien las matemáticas y, como su padre Anne-Alexandre de l'Hópital, comienza una 
carrera militar, que tuvo que dejar por problemas de visión. En París, en 1691, en el círculo de Malebranche, 
conoce a los hermanos Bernoulli, Jean y Jacques, y consigue que Jean Bernoulli le dé lecciones sobre el nuevo 
Cálculo, introducido por Leibniz, durante 1691-92, primero en París y, posteriormente, en sus posesiones en 
Ouques [BLANCO, 2008]. En 1694 el Marqués le propuso enviarle un sueldo de "300 livres", siempre y cuando 
no comunicase sus resultados a otros y se los enviase a él, quedando autorizado para hacer con los resultados 
lo que quisiera [BERNOULLI, 1934, p. 201]. 
En todo caso [Figura 3], la gráfica de l'Hópital incluye las tres curvas con otra notación que se impondrá: 
minúsculas para cantidades infinitamente pequeñas frente a las mayúsculas de las "grandeurs". De hecho, ya 
existen varios trabajos de diferentes autores que analizan la parte que se debería a Bernoulli en el Analyse. 
Entre ellos pueden mencionarse el de Blanco [2008] y el más reciente de Bradley [2013]. En ambos se rechaza 
la reclamación de Bernoulli sobre todo el libro. 
"we must vigorously reject Bernoulli's strident claim of February 1707 and recognize l'Hópital's 
significant role in crafting a textbook of the first order" [BRADLEY, 2013, p. 24]. 
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Fig. 3. Enunciado y demostración del Teorema de l'Hópital en el Analyse de 1696. 
4. El teorema en los libros de texto de la biblioteca histórica de la UCM 
De entre los diferentes libros de texto localizados en la Biblioteca Histórica de la UCM, y a modo de 
ejemplos, nos ha parecido oportuno referirnos a dos tratados donde aparece la Regla, que se publican en 
España, por autores que trabajan en España pues sirven para entender el estado del Cálculo diferencial y como 
se expresaba en sus respectivos tratados la Regla de l'Hópital. El primero, de 1795, se debe al italiano Pedro 
Giannini, y aparece en su Curso Matemático para la enseñanza de los caballeros cadetes del Real Colegio 
Militar de Artillería, estudiado recientemente por Navarro Loidi [2013]; el segundo, como contraste, sería el 
Curso completo de Matemáticas Puras de José de Odriozola (1829) [NAVARRO Y VELAMAZÁN, 2006]. Y hemos 
traído a colación estos dos tratados para ilustrar en este trabajo, tal como puede verse leyendo directamente a 
los respectivos autores en los textos reproducidos en la Figura 5, cómo en el primer libro se sigue recurriendo a 
los procedimientos del Analyse, ¡casi un siglo después!, mientras que en el segundo texto se observa cómo han 
llegado ya a España las nuevas formas de afrontar el Cálculo diferencial con las ideas de Lagrange tal como éste 
las introdujo, desde sus clases en París, en su Theorie des Fonctions Analytiques [1795]. 
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Fig. 5. Curso Matemático de Giannini (1795), y Curso Completo de Odriozola (1829) 
5. Consideraciones finales 
En resumen, leer los escritos originales de los autores clásicos y descubrir su forma de razonar resulta 
un gran placer y es iluminador para la comprensión de los conceptos matemáticos modernos. En el estudio de 
la evolución histórica del enunciado y la demostración de la Regla de l'Hopital se observa lo que fue ocurriendo, 
a su vez, con la evolución histórica del Cálculo diferencial en su conjunto a lo largo del siglo XVIII: la utilización 
del Álgebra para fundamentar los conceptos del Cálculo2, alejándolo de la Geometría. En el caso de la Regla 
de l'Hopital, a partir del estudio de los libros conservados en la Biblioteca Histórica de la UCM se constata la 
progresiva perdida de la idea geométrica, sencilla y visual inicial de Jean Bernoulli, aunque se fuese ganando en 
su fundamentación y su generalización. 
En suma, se ha avanzado un campo de investigación en torno a un objeto historiable, sobre el que 
seguiremos trabajando. 
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